Rev. Proteccién Veg. Vol. 29 No. 3 (sep.-dic.) 2014: 157-167
ISSN: 2224-4697

ARTICULO RESENA

Modelacion matematica de la dindmica de poblaciones: desarrollo historico
y uso practico en Cuba

lleana Miranda

Direccion de Sanidad Vegetal, Centro Nacional de Sanidad Agropecuaria (CENSA), Apartado 10,
San José de las Lajas, Mayabeque, Cuba. Correo electrénico: ileanam@censa.edu.cu.

RESUMEN: La modelacion matematica ha cobrado auge en los estudios ecol6gicos, ya que permite optimizar
el uso de controles bioldgicos al determinar las condiciones de equilibrio del ecosistema. Se recoge la evolucién
historica de la modelacion matemaética en el campo de la ecologia cuantitativa de poblaciones y las
investigaciones realizadas en Cuba. Se muestra la utilidad practica del método grados-dias como instrumento
de medicion. Se presentan los modelos de crecimiento y dinamica mas conocidos: logistico, presa-depredador
y hospedante-parasito. Por ultimo, se mencionan las modificaciones realizadas al modelo Lotka-\Volterra y la
factibilidad de modelar la dindmica del ciclo de vida, incluyendo todas las fases de la poblacion que se estudia.
Se establecen, entre los retos para la temética en Cuba: a) desarrollar estudios que permitan determinar la
influencia de los cambios de temperatura ambiental en los parametros biolégicos de poblaciones plagas en
cultivos de importancia econémica; b) implementar nuevas variantes de modelacion como son la estadistica
bayesiana y la geo-estadistica para aumentar el nivel de las predicciones; c) continuar el trabajo multidisciplinario
encaminado a incorporar la interpretacion bioldgica de los modelos mateméticos en la toma de decisiones para
el manejo integrado de plagas.

Palabras clave: Biomatematica, Ecologia Cuantitativa de Poblaciones, modelos poblacionales, temperaturas
umbrales, Manejo Integrado de Plagas.

Mathematical modeling of the population dynamics: historical development and practical
use in Cuba

ABSTRACT: The mathematical modeling has the highest point in the ecological studies because it allows
optimizing the use of biological controls when determining the conditions of balance in the ecosystem. The
historical evolution of the mathematical models in the field of the quantitative ecology of populations and the
investigations carried out in Cuba are shown. The practical utility of the grades-days method as a measuring
instrument is illustrated. The most known growth models, such as the logistical, prey-predator and host parasite,
are presented. Lastly, we refer to the modifications carried out to the Lotka-Volterra Model and the feasibility
of modeling the dynamics of the life cycle. For this topic in Cuba, the challenges established were: a)
development of studies determining the influence of the environmental temperature changes on the biological
parameters of pest populations in crops of economic importance, b) implementation of new modeling variants
like the bayesian statistics and geo-statistics to increase the level of the predictions, c) continuation of
multidisciplinary works guided to incorporate the biological interpretation of the mathematical models in the
making of decisions in the integrated pest management.

Key words: Biomathematics, Quantitative Ecology of Populations, population models, temperature thresholds,
Integrated Pest Management.
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INTRODUCCION

La biologia de sistemas es el campo de investiga-
cion interdisciplinaria de los procesos bioldgicos, en
el que las interacciones de los elementos internos y
externos, que influyen en el desarrollo del proceso, se
representan con un sistema matematico. Este enfo-
gue «holistico» o «global» permite comprender
integradamente el funcionamiento de los sistemas bio-
I6gicos y profundizar en el entendimiento de como sus
interacciones internas y con otros sistemas conllevan
a la aparicién de nuevas propiedades. Practicamente,
cualquier proceso hiolégico puede ser objeto de estu-
dio de la biologia sistémica, por ejemplo, el crecimien-
to de una célula, la interaccion entre dos bacterias o la
circulacién sanguinea en un organismo. La biologia
sistémica comenzé a desarrollarse en los afios se-
senta del siglo XX, pero se establecié como disciplina
académica alrededor del afio 2000 (1).

Dentro de este campo se encuentra el estudio de
la dinamica de poblaciones como sistema biolégico
de interacciones. La dinamica de poblaciones fue, tra-
dicionalmente, el campo dominante de la biologia ma-
tematica. Esté relacionada con otra &rea activa de in-
vestigacion en biomatematica: la epidemiologia mate-
matica, e incluye el estudio de las enfermedades in-
fecciosas que afectan las poblaciones. Varios mode-
los de dispersion viral se propusieron y analizaron, y
estos proveen resultados importantes que pueden ser
aplicados a estrategias de control (2).

En el campo de la Sanidad Vegetal, el uso de mo-
delos matematicos en la prediccién de la dinamica
poblacional inici6 con los estudios obtenidos a partir
del Modelo Lotka-Volterra (3). Sin embargo, no se ha
implementado una guia préactica para establecer ade-
cuadamente estos modelos. Muy pocos modelos per-
miten predecir la dinAmica de las poblaciones de ma-
nera efectiva (4). Se considera que la literatura, en la
tematica de modelacién matematica en el campo de
la ecologia, aunque amplia, esta dispersa. Por ello,
el objetivo de este articulo fue realizar un andlisis de
tépicos relevantes del desarrollo histdrico de latema-
tica de modelacion matematica aplicada a la Sani-
dad Vegetal.

PARTE ESPECIAL

Aunque la modelacion matematica es bien emplea-
da en los estudios de prediccion, se hace necesario
acotar su utilidad practica en el campo de la Sanidad
Vegetal. Desde la regresion lineal, pasando por mode-
los no lineales hasta llegar a los sistemas de ecuaciones
diferenciales, el presente trabajo aborda la metodolo-
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gia a seguir, como sugerencia para trabajos futuros en
la Biomatemética.

MODELANDO LATASADE
DESARROLLO DEL INSECTOEN
FUNCION DE LATEMPERATURA

Al igual que otros organismos vivos, los insectos
son capaces de sobrevivir Gnicamente dentro de cier-
tos limites marcados por factores ambientales, como
la temperatura, la humedad relativa o el fotoperiodo.
Dentro de este rango, estos factores influyen, a su
vez, sobre el nivel de respuesta de actividades, tales
como: la alimentacion, la dispersion, la puesta o el
desarrollo (5).

De todos los factores ambientales, el que ejerce
un efecto mayor sobre el desarrollo de los insectos
es la temperatura. Ello es debido, principalmente, a
su importante incidencia sobre los procesos
bioguimicos, al ser organismos poiquilotermos. Por
tanto, la influencia de la temperatura sobre el tiempo
de desarrollo, como instrumento de prediccién, fue
ampliamente utilizada (6).

La posibilidad de desarrollo de los insectos se pro-
duce dentro de un intervalo determinado de temperatu-
ras. Si se mide el tempo de desarrollo, utilizando valo-
res puntuales préximos de temperaturay se represen-
tan los resultados en ejes cartesianos, aparece una
curva en forma de «J» invertida (Fig. 1a). Silo que se
representa en funcién de la temperatura es la tasa de
desarrollo, definida como la inversa del tiempo de de-
sarrolloy que, por tanto, mide la porcion de desarrollo
avanzada por unidad de tiempo, la curva resultante tie-
ne forma sigmoidea (Fig. 1b).

En el limite térmico inferior, la curva (Fig 1b) se
aproxima al punto cero de desarrollo asintéticamente,
porque los insectos sobreviven frecuentemente duran-
te largos periodos de tiempo a bajas temperaturas con
un desarrollo lento. Por esta razén, la temperatura a la
gue ocurre el desarrollo inicial (UmD) es dificil medirla
con precision. A medida que las temperaturas se
incrementan la tasa de desarrollo aumenta, y se puede
ajustar la funcién a una recta en la zona intermedia.
Conforme nos acercamos a la temperatura 6ptima (TO)
(aquella en que la tasa de desarrollo es maxima), el
desarrollo comienza a enlentecerse, hasta decaer brus-
camente. Ademas, a temperaturas superiores a la opti-
ma, los porcentajes de mortalidad son muy elevados, lo
gue hace también dificil el estudio del desarrollo a altas
temperaturas y, por tanto, el establecimiento del Um-
bral Maximo de Desarrollo (UMD) (temperatura por en-
cima de la cual el insecto no puede desarrollarse) (7).
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FIGURA 1. a) Relacion tiempo de desarrollo frente a la temperatura b) Relacion Tasa de desarrollo frente a la temperatura
(UmD: umbral minimo de desarrollo, TO: Temperatura ptima, UMD: umbral méximo de desarrollo)./ a) Temperature vs.
development time b) Temperature vs. development rate (UmD: minimum threshold of development, TO: optimum

temperature, UMD: maximum threshold of development).

Este método fue empleado con efectividad en el
calculo de temperaturas extremas para artrépodos, y
permiti6 determinar los umbrales minimo y maximo
de desatrrollo (8).

El método de grados-dia como instrumento de
prediccion

Alo largo de los afios, varios métodos se basaron
en larelacion tasa de desarrollo-temperatura con fines
predictivos. De todos ellos, el mas extendido es el lla-
mado método de grados-dia. Los grados-dia (°D) re-
presentan la acumulacién de unidades de calor por
encima de cierta temperatura, durante un periodo de
un dia (en el caso de los insectos, esa cierta tempera-
tura es el umbral minimo de desarrollo). Para cada dia,
se calcula la diferencia entre la temperatura media dia-
riay el umbral minimo de desarrollo.

Para poder predecir el estado de desarrollo de un
organismo a partir de los grados-dia, es necesario
haber establecido antes, ademéas del umbral minimo
de desarrollo, la integral térmica, definida como el
namero de grados-dia que han de ser acumulados
para que ocurra un evento determinado, por ejemplo:
eclosién, mudas larvarias o ninfales, pupacién, emer-
gencia del adulto. De este modo, se puede estimar
cuando va a tener lugar ese evento, acumulando gra-
dos-dia hasta alcanzar el valor de su integral térmica
correspondiente.

La modelizacién de la relacion «tasa de
desarrollo-temperatura» como base parael calculo
de umbrales minimos de desarrollo e integrales
térmicas

Es un hecho que el umbral minimo de desarrollo
varia entre especies de insectos y entre estados y
estadios. Del mismo modo, la integral térmica es dife-
rente para eventos distintos y, entre especies diferen-
tes, para un mismo evento.

Para determinar de estos valores, se propusieron
numerosos modelos empiricos y biofisicos que descri-
ben larelacion entre la tasa de desarrollo y la tempera-
tura. A continuacion se hace una breve resefia de los
principales modelos.

El primer modelo utilizado fue el Modelo Lineal, que
asume la relacion vélida entre tasa de desarrollo y tem-
peratura y se describe como una recta. EI umbral
minimo de desarrollo se determina tomando el valor
del punto de corte de la recta con el eje de abscisas.
Aunque es un modelo valido para temperaturas inter-
medias, no se ajusta a la realidad, tanto a temperatu-
ras bajas como altas (Fig. 1b), lo que impide un co-
rrecto calculo de los umbrales minimo y maximo de
desarrollo, asi como de la temperatura 6ptimay la in-
tegral térmica. No obstante, este modelo se utiliza desde
hace mucho tiempo por diversos autores, dada su sen-
cillez de calculo y manejo y porque, en muchos ca-
S0s, representa una aproximacioén aceptable (9, 10).
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Diferentes investigadores propusieron modelos con
la intencidn, sobre todo, de mejorar el calculo del um-
bral minimo de desarrollo. Asi, en 1983, Hilberty Logan
(11) describieron el Modelo de Logan tipo Ill, cuya ex-
presién matematica es combinacion de dos funciones.
La primera para cubrir la parte ascendente de la tasa
de desarrollo y la segunda para la regiéon descendente
de la misma. Con igual objetivo fue propuesto el Mode-
lo de Lactin (12), cuya mejora con respecto al anterior
es su mayor rigurosidad, respecto a lo descrito mate-
maticamente por debajo del umbral minimo de desa-
rrollo. EI modelo de Logan tipo Il no es biolégicamente
correcto en este sentido, pues predice un aumento de
la tasa de desarrollo a temperaturas inferiores a ese
umbral, aspecto corregido en el Modelo de Lactin.

En la actualidad se siguen estudiando modelos
cuyo objetivo principal es el de reducir el nimero de
parametros utilizados. Asi, en 1999 se propuso un
nuevo modelo que consiguié muy buenos ajustes y
permitio seguir obteniendo el umbral minimo de de-
sarrollo (13).

La aplicacion préactica de estudios de relacién gra-
dos/dias es importante, ya que muchas de las deci-
siones que son tomadas en los sistemas de manejo
integrado de plagas, como son la destruccion de resi-
duos de cultivos, eleccion de la fecha de siembra, libe-
racion de enemigos naturales, entre otras, dependen
del estado de las poblaciones. Sera clave, por tanto,
conocer dicho estado para aumentar las posibilidades
de acierto en esa toma de decisiones.

Para una correcta aplicacion del Método de gra-
dos/dia es importante tener en consideracion que to-
dos los modelos de prediccion de la tasa de desarro-
llo, en funcién de la temperatura antes mencionados,
se obtienen sometiendo poblaciones de la especie en
cuestion, a temperaturas constantes en laboratorio.
No se consideran, por tanto, los ciclos diarios de tem-
peratura que ocurren realmente en el campo. Por ello,
se han propuesto métodos alternativos al de grados/
dia, para predecir el tiempo de desarrollo en condicio-
nes de campo (14).

Sobre la base de lo anterior, siempre que un méto-
do de grados/dia vaya a ser utilizado como elemento
de prediccidn, es conveniente hacer comprobaciones
del grado de fluctuacion de los valores de la tasa de
desarrollo a una temperatura constante y a un ciclo
diario de temperaturas, cuya media coincida con la
anterior. También es importante determinar los um-
brales de desarrollo y los requerimientos en cuanto a
integrales térmicas, utilizando poblaciones de la zona
donde se va a aplicar el método. Por ultimo, es nece-
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sario validar el modelo empleado en condiciones de
campo (14).

Es posible que en algun caso, otros factores am-
bientales tengan un efecto sobre el desarrollo que no
sea despreciable respecto al efecto de la temperatura.
Puede ser el caso de la humedad relativa o el
fotoperiodo (5).

Enlo adelante, para emplear el método grados/dias
como estudio de prediccién a diferentes temperatura
(X, X,,-..X), es aconsejable contar el tiempo de dura-
cion del insecto de huevo - adulto y elaborar una base
de datos con las variables temperatura (X) y tiempo de
desarrollo (Y): posteriormente, estimar la regresion li-
neal Y=a+bX. Consecuentemente, se debe calcular la
temperatura umbral o cero biolégico segun la ecua-
cion: TU=-a/by las unidades de calor o constante tér-
mica como: UC=Y (X-TU) donde Y, es el tiempo de
desarrollo alcanzado a una temperatura X, (15).

MODELOS POBLACIONALES

Un modelo de un sistema bioldgico se convierte a
sistemas de ecuaciones, aunque la palabra modelo
es a menudo usada como el sistema de las
ecuaciones correspondientes. La solucion de las
ecuaciones, ya sea por medios analiticos 0 numéri-
cos, describe como el sistema biolégico se compor-
ta, en el tiempo o en equilibrio. Existen diferentes
tipos de ecuacionesy el tipo de comportamiento que
puede ocurrir es dependiente, tanto del modelo como
de las ecuaciones utilizadas. El modelo, a menudo,
hace suposiciones sobre el sistema. Las ecuaciones
pueden también hacer suposiciones sobre la natura-
leza de lo que puede ocurrir (1).

Los modelos clasicos en ecologia son presa-de-
predador, competencia interespecifica (Lotka/Volterra)
y el crecimiento logistico de las poblaciones de seres
vivos en un medio con recursos limitados (Verhulst)
(2). Otros modelos fueron desarrollados en correspon-
dencia con la interpretacion de las relaciones en el
ecosistema.

Crecimiento Logistico

El modelo logistico fue desarrollado por el mate-
matico Peirre Verhulst en 1938, y sugiere que la po-
blacion no crece ilimitadamente, sino que sigue un
crecimiento hasta alcanzar una capacidad maxima K
simulando una curva logistica segun variaciones de
tiempo t (2):

K

Y =TTpem



El parametro r en el modelo se interpreta como la
tasa de incremento poblacional en ausencia de com-
petencia intraespecifica. Si la poblacion inicial es me-
nor que K, la curva es logistica; si es mayor que K, la
poblacién decrece, y si coincide con el valor de K, la
poblacién no cambia.

Los parametros K, b y r se determinan através de
una regresion no lineal, donde la variable independien-
te es el tiempo (intervalo de muestreo si, por ejemplo,
es quincenal t=0,15, 30,...) y la variable dependiente
es la densidad poblacional.

El pardmetro r se compara con la tasa intrinseca
de incremento r_, determinada a través de las tablas
de vida (16). Otros parametros de interés biol6gico tam-
bién son calculados experimentalmente (Tabla 1).

Ademas de calcular estos parametros, se suele
graficar la curva de supervivencia Ix, pues esta resulta
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también un modelo matemético. Dicha curva se em-
plea para el estudio de la biologia tanto de una presa
(17) como de un depredador (18). Para los &fidos (19)
y los parasitoides, por ejemplo, se sigue un estudio
similar, donde resultaran importantes los parametros
tasa intrinseca de incremento (rm), tasa neta de repro-
duccién (Ro), el tiempo promedio que transcurre entre
dos generaciones (T) y el tiempo de duplicacién de la
poblacién (TD) (20).

Para facilitar estos calculos se implemento el
software TaviSoft (21).

Modelo Presa-Depredador

La dinamica natural de una poblacion no puede ser
predicha sin conocer la dinamica de interaccion con
su enemigo natural (2). Las dinamicas de interaccion
mas estudiadas son las de antagonismo ecolégico,
donde una especie toma ventaja de la otra. En este

TABLA 1. Férmulas para el célculo de los parametros que conforman la tabla de vida de artrépodos./ Equations for

estimating the life table parameters of arthropods.

Pardmetro  Definicion Férmula
Ny Numero total de individuos al inicio de cada estado
Cantidad de individuos a los x dias

dy Proporcion de la cohorte original que muere en cada estadio l-lyrr

Ox Tasa de mortalidad dy/ly

Iy Proporcion de la cohorte original que sobrevive al inicio de cada estadio N,/N,

Ly Probabilidad de sobrevivir entre dos edades consecutivas %

Ty Tiempo que falta por vivir hasta la extincién 1/,

ey Esperanza de vida T, /1y

my Tasa de mortalidad para la edad x dy /Ny

Ro Tasa neta de reproduccion 2l my

T Tiempo generacional Zxl,m,
RD

M Tasa intrinseca de incremento (INRH/T

by Tasa finita de incremento e

TD Tiempo en que se duplica la poblacion i’j_z
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sentido, el modelo més estudiado es el presa —depre-
dador (3). Este modelo tiene como inconveniente que
la pérdida en densidad de la presa es solo atribuida a
la accién del depredador. Sin embargo, el estudio del
punto de equilibrio nos dota de informacién sobre el
nivel de densidad del depredador que logra una dismi-
nucién en la densidad de la presa (22).

El modelo se representa por el sistema de
ecuaciones:

ap E ED
—=rPF—n

dt

dD

— = hbhPD —mD
dt

Donde:

r : tasa intrinseca de incremento de la presa. Esta
se estima colocando una determinada cantidad de in-
dividuos en ausencia del depredador y realizando el
conteo diario hasta que todos los individuos mueren.
La cantidad inicial de individuos esta en dependencia
de la presa que se estudia (19).

a: Coeficiente de depredacion. Se coloca un depre-
dador con determinado nivel de presay se estima, al
cabo de n dias, el nimero de individuos muertos. Se
calcula el factor K:

muertos
K= —ln(i ——)

Total

Entonces a=K/n

Por ejemplo, si de un total de 100 afidos, 60 son
depredados al cabo de dos dias, entonces:

K = 1(1 5‘])— In(0.4) = 0.92
R T, A

Y por tanto, a=0.92/2=0.46

b: es la tasa de reproduccion del depredador por
una presaingerida.

m: es la tasa de mortalidad del depredador. Experi-
mentalmente, se colocan diferentes niveles de presa
(P) y se determina la tasa de incremento del depreda-
dor (r,). Esto permitira estimar b y m, parametros de la
regresion lineal r,=bP-m

Unavez determinados los parametros, se simula el
modelo que ofrece una aproximacion de la fluctuacion
poblacional de la presay su depredador, donde lo mas
importante es calcular el punto de equilibrio P'=m/b
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D'=r/a para conocer el nivel de densidad del depredador
gue permite mantener a la presa en un nivel estable.

Al Modelo de Lotka-Volterra se le hicieron diferen-
tes modificaciones; entre las mas importantes apare-
cen las realizadas por el Grupo de Matematica de la
Universidad de Xinyang de China, en trabajo
multidisciplinario con el Instituto de Control Biolégico
de Beijing, informando un modelo que incluye el insec-
to trasmisor de una enfermedad (Infectado) y el no tras-
misor (Susceptible) en interaccién con el depredador
(23). Otro modelo predice los cambios de fluctuacion
de poblaciones susceptibles e infectadas cuando exis-
ten perturbaciones ambientales o de otra indole (24).
Investigadores chinos también desarrollaron un mo-
delo modificado que incluye la respuesta funcional
del depredador en competencia con un segundo de-
predador (25, 26).

También se debe sefialar que el estudio de estabi-
lidad del Modelo Lotka-Volterra generalizado, que in-
cluye la interaccion de n especies, fue matematica-
mente esbozado por investigadores de la Universidad
de Chester, en Inglaterra (27), quienes con anteriori-
dad exploraron, con este tipo de modelo, la modifica-
cion de latasa de adaptacién de una plaga en cultivos
resistentes (28). Todo ello permitié identificar al mode-
lo presa-depredador, como un patrén inicial para estu-
dios de los sistemas dinamicos.

Modelo de Competencia interespecifica

Para conocer si existe en el ecosistema un despla-
zamiento competitivo de una especie por otra, se em-
plea un modelo basado en el principio de competencia
formulado por Grinnell en 1904 y replanteado por Sharov
en 1999 (2):

«No es probable que dos especies de aproximada-
mente los mismos habitos de alimentacion permanez-
can en un equilibrio uniforme en la misma regiéon. Una
desplazara a la otra de acuerdo a las condiciones lo-
cales, solo una sobrevivira a la aparicion de cualquier
invasor».

Bajo el principio de que cada organismo compite
con todos los individuos, la tasa de crecimiento de una
poblacién esta determinada por la suma de los indivi-
duos de ambas poblaciones y el modelo de competen-
cia se representa por un sistema de dos ecuaciones
diferenciales:

N,
— = ']‘"1N1 - (1 -

Nl + H-rlN:)
dt

Ky



dN: _ N ('_]_ N: + H’:Nl)
ar 2 K,
Donde:

K,, K,: densidades maximas de las poblaciones 1
y 2, respectivamente

r,r,:tasas intrinsecas de incremento.

w,, w,: coeficientes de competencia, efecto de una
especie sobre la otra. Si se desconocen estos valo-
res, se pueden tomar como 0,5 admitiendo igual efec-
to competitivo.

Los parametros K y r para ambas poblaciones se
determinan empleando el modelo de crecimiento
logistico.

Ademas de la simulacién de la dinamica, es impor-
tante graficar las iséclinas, estas son la recta

que pasa por los puntos (K,;0) (0;

K/w) ylarectay = —wyx+ k2 que pasa por los
puntos (K,/w,;0) (0; K,) . Si estas rectas se cortan,
existe un equilibrio estable y las especies coexisten.
De lo contrario, una especie es excluida por la otra
(29).

Modelo Hospedante-Paréasito o Parasitoide

Tanto el parasito como el parasitoide, son espe-
cies que realizan su ciclo de vida en relacion con el
hospedante, pero pueden o no ocasionarle la muerte.
En consecuencia, los modelos que se simulan para
predecir la dinamica de estas poblaciones difieren de
los modelos presa —depredador (2). En este sentido,
los modelos mas empleados son el Modelo de
Thompson de 1929 (30), el Modelo de Nicholson y
Baley de 1935 (31), el Modelo de Rogers de 1972 (32)
y el Modelo de Anderson y May de 1981 (22).

Modelo de Thompson:

—B:F
Hiz1 = Hr(e He )R

—PeF
Pr+1:Hr(1_€ He )G‘

Donde.

H: Densidad del hospedante
P: Densidad del parasitoide

F: Tasa de fecundidad del parasitoide (nimero de
huevos que pone una hembra)
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R: Reproduccion promedio del hospedante
g: Proporcién de hembras del parasitoide

De ello se puede estimar el nUmero promedio de

huevos que pone un parasitoide en contacto con un
P-F

hospedante: M= ?

Este modelo supone que todos los huevos que pone

el parasitoide eclosionan. Este supuesto implica habi-

lidad de bisqueda ilimitada del parasitoide. Por lo cual,

se dice que el Modelo de Thompson puede sobresti-

mar la tasa de parasitismo, sobre todo si la densidad
del hospedante es baja.

Modelo de Nicholson y Baley:
Ht'l'l = HE(E_EPt}R
Poyy = H.(1—e%%)q

Siendo F=aH. Las variables y pardmetros son los
mismos que en el Modelo de Thompson, pero note
que en esta nueva forma de escribir el modelo la fecun-
didad potencial del parasito no esta limitada. Los para-
sitos ponen un huevo por cada encuentro con el
hospedante, aun cuando el nimero de encuentros sea
muy grande. Este modelo tiende a sobrestimar el por-
centaje de parasitismo cuando la densidad del
hospedante es alta.

Modelo de Rogers:

__ePtFmax
H..y = H.| e Fmaxtab: | R

_ aPrFmax
Poyy =H.|1—e fmaxtafl: | g

F .. S€ obtiene a partir del Modelo de Respuesta
Funcional de Holling (33), si se define:

aHT

He =1 vant, = Wlfmax

Enla naturaleza, el sistema hospedante-parasitoide
nunca muestra oscilaciones de amplitud infinitamente
creciente. Esto se observa en la representacion de la
dinamica de estos modelos, porque no incluyen me-
canismos de competencia intraespecifica que puedan
parcial, o completamente, lograr la estabilidad del
sistema. También, hay que tener en cuenta la hetero-
geneidad espacial y dispersion del parasitoide. Consi-
derando estos aspectos fue propuesto el Modelo
Anderson y May de 1981 (22):
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— =rH—aY¥
di T o

X
=a(X +V) —bX —vWX +y¥

dt

day
—=vWX—(z+b+y)¥
dt

dal

E =AY - 1:}1 + vH)W

Las variables se definen como:

X: densidad de hospedantes sanos

Y: densidad de hospedantes parasitados
H=X+Y

W: densidad del parasito.

Los parametros se definen como:

r: Tasa de crecimiento del hospedante r=a-b
a: Tasa de multiplicacion del hospedante

b: Tasa de mortalidad del hospedante

a: Mortalidad del hospedante inducida por parasi-
tismo

v: Tasa de variacion de infectado a infectivo
g: Tasa de recuperacion

I: Nimero de descendientes del hospedante produ-
cido por contacto con el hospedante.

m: Tasa de mortalidad del parasito

El Modelo Anderson y May incluye la separacion
del hospedante sano del parasitado y ofrece una inter-
pretacion fiable de los efectos de regulacion entre el
parésito y el hospedante. Sin embargo, no permite
describir la dindmica de las diferentes fases del
hospedante y tampoco incluye la relacion con el culti-
vo afectado. Modelos mas completos, que incluyen la
dinamica del cultivo, se propusieron y se logroé una
mejor prediccion (34). Por esto se aconseja plantear el
sistema en cuestion con el mayor niumero de conside-
raciones para facilitar un mejor pronoéstico de la densi-
dad de las poblaciones hospedante-paréasito o
parasitoide.
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MODELOS CUBANOS DE PREDICCION
EN EL CAMPO DE LA SANIDAD
VEGETAL

En primera instancia, los matematicos tratan de
emplear técnicas estadisticas que le permitan buscar
relaciones causas-efecto y que ofrezcan un pronosti-
co global, ya sean regresiones lineales o no lineales
(35), incluyendo métodos como el analisis de compo-
nentes principales, que permitan obtener la relacion
de la densidad poblacional con los componentes del
clima (36). Para estos estudios, es imprescindible te-
ner en cuenta la correspondencia entre la fecha de
muestreo y los datos climaticos que se empleen, asi
como que estos se tomaron a no mas de 1 km del
lugar de muestreo; de lo contrario los resultados no
seran muy confiables.

Se reconoce que para estudiar la dinamica de una
enfermedad transmitida por vectores es mucho mas
eficiente emplear ecuaciones diferenciales (37). Los
modelos presa-depredador contindian siendo los mas
recomendados en los estudios de interacciones que
acontecen en los ecosistemas (23). Entre los mode-
los cubanos desarrollados en este sentido esta la
modificacién del modelo presa-depredador que incor-
pora componentes del clima, el cual fue validado en la
modelacion del crecimiento del acaro Tetranychus
urticae (38) y la inclusion de mas de un depredador
presentado como modelo presa - dos depredadores
(39). También, ha sido practica comun desarrollar mo-
delos que incluyan al cultivo (40).

RETOS DE LABIOMATEMATICAEN
CUBA

En los ultimos afos, muchos investigadores se
interesaron en la posibilidad de predecir los sucesi-
vos eventos que tienen lugar a lo largo del ciclo de
vida de los insectos. Igualmente, se ha convertido en
un estudio de vital importancia conocer cOmo estos
eventos estén relacionados con el cambio climatico.
La biomateméatica debe encaminar sus investigacio-
nes hacia la busqueda de modelos para predecir la
dindmica de las poblaciones que afectan a cultivos
de importancia econdmica, en virtud de establecer
adecuadas estrategias para el manejo de plagas. En
tal sentido, se sefialan en este trabajo algunas consi-
deraciones, que en nuestra opinién deben recibir aten-
cion prioritaria:



- Continuar con el empleo del modelo lineal general y
la metodologia de superficie respuesta para estudios
relacionados con la definicién de dosis, frecuencia,
momento de aplicacién, fiabilidad y compatibilidad
con otros productos (41,42).

- Mantener el empleo de técnicas de la estadistica
multivariada con la finalidad de identificar los facto-
res que inciden, de manera positiva 0 negativa, en el
incremento de un vector (43).

- Elaborar modelos deterministicos y validarlos a par-
tir de parametros poblacionales estimados experi-
mentalmente. Validar el nivel de prediccion de estos
modelos con datos de campo (44, 45).

- Incorporar en la toma de decisiones los estudios de
riesgo y vulnerabilidad por plagas, en corresponden-
cia con las estrategias de adaptacion al cambio
climatico. Incluir estudios de escenarios climatol6-
gicos apoyados en el uso de sistemas de informa-
cién geografica (46).

- Elaborar modelos de prondstico a partir de estudios
geoestadisticos que incorporen analisis de disper-
sion de las plagas (47).

- Incorporar la estadistica bayesiana en los estudios
de prediccion de relaciones causales (48).

Los elementos recogidos en este estudio eviden-
cian los resultados obtenidos por Cuba en la
biomatematica, dirigidos al prondstico de la dinamica
de poblaciones. Se muestran los retos que deben en-
frentar los equipos multidisciplinarios, en aras de lo-
grar un mayor conocimiento de las poblaciones plagas
y Sus enemigos naturales. Estos constituyen elemen-
tos vitales para establecer estrategias encaminadas al
manejo de las poblaciones y la produccion de alimen-
tos sanos, en el contexto de adaptacion al cambio
climético.
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